


























































































? ?? ?? ? 」? ??
Timξ
Acceptable
Lower　Cont工ol　Limit
　　　　　　　　　　　　　1　　2　　3　　4　　5　　6　　　　T1me
　　　　　　　　　　　Fig皿m1．Traditio皿al　Approach　to　Control　Limits
B．Statistical　Quality　Control　Approaches
　　In　recent　years　more　scientiic　approaches　have　been　adopted．They
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are　designed　to　accomt　for　random　iuctuations　whi1e　maintaining　a
h1gh　probabl11ty　that　the　slgn1icant　changes　1n　operat1ng　structure
which　cause　a1arger　deviation　wi11be　identiied．
　　A　statistical　quality　control　ru1e　determines　conidence　limits　for
random　variation　aromd　a　standard　cost　based　upon　the　mean　va1ue
of　observed　actua1costs　and　some　estimate　of　the　standard　deviation
of　this　mean．The　classic　examp1e　of　such　a　rule　is　the　X　chart
which　was　suggested　irst　by　Shewhart（1931）．On　the　X　chart，as
shown　in　Figure2，the　centra11ine　is　set　at　X”and　the　contro1
1imitsaretakenasX”土m（σ”／π）whereX”andσ”arethemean
va1ue　and　the　standard　dev1atlon　prov1ded　from　past　exper1ence，
respectively．SampIes　of　size〃are　taken　from　the　process　periodi－
cally　and　the　sample　X　is　plotted　on　the　chart．　If　a　samp1e　X　fa11s
outside　of　the　contro11imits，it　is　assumed　that　some　change　in　the
average　X　has　occurred　and　an　inYestigation　is　undertaken　for　an
“assignable　cause．”　The　probability　of　observing　a　sample　average
X　outside　the　contro1limits　varies　with　parameter刎．Usua11y閉is
speci丘ed　so　that　the　probabi1ity　of　producing　an　erroneous　signal
when　the　process　is　in　contro1is　very　sma11．ω
天’一皿（σ’ノ、㌃）　　更’ XI＋皿（血’／、1一「〕
　　　　　　　　　　　　　Fig11爬2．The　X　Charts　and　Control　Limits
　　In　the　quality　control1iterature　there　are　studies　which　attempt　t0
design　control　charts　economica11y　in　which　the　parameters　of　the
X　chart　are　determined　so　that　the　relevant　function　is　optimized．
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Dmcan（1956）showed　how　to　determin　the　samp1e　size，the　inte岬al
between　samples，and　the　control1imits　that　yie1d　approximate1y
maximum　average　net　income．Later，Goe1，Jain　and　Wu（1968）
proposed　an　a1gor1thm　for　determm1ng　the　econom1c　des1gn　of　X
charts　based　on　Duncan’s　mode1．However，the　basic　equation　of
their　algorithm　cannot　be　so1ved　exp1icit1y　so　that　we　must　resort　to
a　numerica1method　in　order　to丘nd　optima1parameters　which　satisfy
the　equation．Gibra（1971）proposed　an　X　chart　mode1which　was
used　not　on1y　as　a　device　for　detecting　out・of－contro1conditions　but
a1so　as　a　basis　for　maintaining　a　prescribed　qua1ity1eve1of　the
product．Like　Goe1，et　al．’s　procedure，optima1parameters　in　his
model　can　be　found　by　tria1and　error，which　seems　cumbersome　and
may　decrease　its　apP1icability．
　　A　cumu1at1ve　sum　procedure，mtroduced　by　Page（1954），1s　d1st1n－
guished　from　the　X　chart　approach　by　the　characteristic　that　it　uses
previous　observations　for　detecting　a　non－random　change　inthe　mean
of　a　processl　A　series　of　partia1sums　is　calcu1ated　as　fo1lows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sFΣ（x比一μ。）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　比＝1
where　X花is　the　current　observation　andμo　represents　the　target
mean．For　a　two　sided　control　scheme，a　symmetricγmask　is　con－
structed　and　placed　on　the　chart　with　the　vertex　of　the　γpointing
horizonta11y　forwards　and　at　a　distance6ahead　of　the　current　point
（チ，Sエ）．The　total　ang1e　of　theγis2θ．　Notice　that　a　particular
procedure　in　this　method　is　speciied　by　two　parameters，here　denoted
by6andθ．A1ack　of　process　control　is　assumed　to　be　indicated
when　a　previously　p1otted　point　fa11s　outside　the1imbs　of　theγ一mask．
Tay1or（1968）deve1oped　an　approximate　formu1a　for　the　long　run
average　cost　per　unit　time　as　a　function　of　the　parameters　of　the
cumu1ative　sum　chart．In　a　manner　analogous　to　that　used　by　Tay1or，
Goel　and　Wu（1973）proposed　a　different　procedure　to　designcumu1a－
tive　sum　charts　economical1y．
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C．Statistica1Decision　Theory　Approaches
　　The　earIiest　statistica1decision　theory　approach　is　best　exemp1i丘ed
by　the　Bieman，Fouraker　and　Jaedicke（1961）model・It　is　a　simple
decision皿ode1which　consists　of　two　actions（investigate　and　do　not
investigate）and　two　states（the　unfavorab1e∀ariances　resu1ted　from
noncontro1lab1e　causes　and　control1ab1e　causes）．After　comparing　the
expected　cost　of　investigating　with　that　of　not　investigating，the
fo11owing　decision　criterion　was　obtained：Investigation　is　warranted
if，9i▽en　an　unfavorable　variance，the　probability　of　that　variance
resuIting　from　noncontrol1able　causes　is1ess　than（Z＿C）μ，where　C
represents　the　cost　of　investigation　and工is　the　cost　incurred　due　to
not　investigating　a　variance　which　can　be　controlled．
　　Dyckman（1969）produced　the　same　probabi1ity　criterion　as　that
proposed　by　Bierman，et　a1．a1though工was　interpreted　as　a　constant
savings　from　investigating　an　out－of・contro1situation．Let　the　revised
state　probabi1ity　for　in－control　stateθ1after　〃　cost　observations　be
denoted　by九（θ1）．Then，the　expectαユcosts　of　investigation　was
given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　軌（θ、）十［0一工］［1一ム（θ。）コ。
If　this　expectation　is1ess　than　zero，investigation　should　be　under－
taken．A1tematively，if九（θ1）〈（工一C）／Z，an　investigation　is　signa1ed．
Besides　the　case　in　which　a　process　once　corrected　remains　in　a　state
of　control，which　was　initia11y　considered　by　Bierman　et　a1．，Dyckman
discussed　two　other　mu1ti－period　situations：（i）a　change　from　the
in－contro1state　to　the　out－of－contro1state　may　occur　during　any　time
period　but　not　vice　versa，and　（ii）　changes　in　both　directions　are
possible．　A1though　the　state　probabilities，ム（θ1）andム（θ2），were
calcu1ated　di伍erent1y，the　above　criterion　was　app1ied　to　a11three
SituatiOnS．㈲
　　Based　on　the　Girshick　and　Rubin（1952）procedure1副for　production
process　control，Kaplan　proposed　a　probabi1istic　multi－period　mode1
for　the　accounting　variance　investigation　decision．　The　system　was
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represented　by　a　si㎜p1e　two　state　Markov　process　with　transition
matriX：
・一ボ了〕
where　g　is　the　probabi1ity　t11at　the　system　wou1d　remain　in　the　in・
contro1state　during　the　repor［ing　period　and，according1y，1－g　is　the
probabi1ity　that　the　system　would　go　to　the　out－of－contro1state　some・
time　within　the　reporting　period．Dynamic　programming　was　used　to
compute　opt1mal　soIut1ons　whIch　mmmlzed　discouted　future　costs．At
each　stage　the　expected　costs　inc㎜Ted　when　investigating　were　com－
pared　with　the　expected　costs　of　not　taking　any　action．　％was
deined　to　be　the　posterior（after　obserYing　the　i・th　output）Probability
that　the　process　would　be　in　control　during　period　i＋1．ψ＊was
calculated　as　the　value　ofα｛which　made　both　cost　terms　in　the
minimization　equal．0bviousiy，the　form　of　optimal　poIicy　depends
upon％．　If％＜ψ＊，investigatio口is　undertaken．　工f％＞％＊，no　action
is　taken　and　another　output　from　the　process　is　obserマed．
　　Unlike　Bierman　et　al・’s　model，Kap1an（1969）and　Dyckman（1969）
formulated　investigation　decision　models　based　upon　multip1e　obser－
vations．Prior　information　about　in　or　out－of－contro1probabiIities
was　combined　with　the　most　recent　observation　by　using　Bayes’
theorem．　To　the　extent　that　the　outputs　fro㎜the　process　are　be－
lieved　to　be　dependent　random　variables　from　a　stochastic　process，
then　a　reasonab1e　decision　shou1d　make　use　of　prior　obse岬ations　as
we11as　the　most　recent　One．ω
D．Limitations　in　the　Pre∀ious　Mode1s
　　A11the　three　mode1s　discussed　above　dealt　with　a　two　state　system，
i．e．，in－contro1and　out－of・controL　As　KapIan（1975）admitted，this
assumption　see㎜s　to　be　so　simple　and　mrea1istic　as　a　description　of
reality　that　it　may1imit　the　applicabi1ity　of　those　models．The　system
may　drift　away　from　staI1dards　through　an　evo1utiona町process　of
血ismanagement　and　could　be　situated　in　severa1states　within　the
41
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in－contro1and　the　out－of－contro1situations　and　between　the　two
situations．It　may　be　possible　to　incorporate　a丘ner　c1assi丘cation　in
which　discrete　amounts　of“controlness”are　a1lowed　and　a　process
can　be　in　a　countable　number　of　states｛，（タ＝O，1，2，．．．．．．），with　a
cost　variance　as　a　function　of　the　state．However，a　more　rea1istic
contro1situation　may　be　to　assume　a　contimous　state　of　the　wor1d
rather　than　that　of　a　countab1e　number　of　states．For　examp1e，we
may　deve1op　a　mode1which　anows　the　state　of　the　system　to　be　the
1evel　of　cost　variances　which　are　described　by　a　continuous　variab1e．⑧
　　The　other　unrea1istic　simp1i丘cation　in　the　previous　models　is　that
the　cost　of　investigation　and　correction　is　assumed　to　be　a　known
constant　and　the　beneit　from　investigation　and　correction，especial1y
in　Bier㎝an，et　al．and　Dyckman，is　assumed　to　be倣ed．In　rea1ity，
they　may　depend　on　the　causes　of　cost　variances　and　environments
in　which　the　system　operates．A1though　the丘na1judgment　on　the
appropriateness　of　the　cost　and　beneit　fmctions　must　be　made　on
the　basis　of　empirical　studies，a　more　reasonable　assumption　is　to
express　them　as　a　function　of　the　degree　of　out－of－contro1ness　of　a
system．They　may　be　approxi㎜ated　as　a｛unction　of　the　size　of　the
COSt　VarianCeS．
　　The　other1imitation　in　the　previous　studies　is　the　assumption　on
probabi1ity　distribution　of　actua1costs　and　cost　variances．　Bierman，
et　a1．and　Dyckman　assumed　that　the　actua1cost　was　normal1y
distributed　with　the　mean　as　standard　and　known　standard　deviations．
Simi1ar1y，in　Duva11’s（1967）mode1the　distributions　of　contro11able
and　non－contronable　cost　variances　were　assumed　to　be　norma1．　In
the　X　chart　apProach，it　was　assumed　that　a　norma1ly　distributed
measurab1e　characteristic　was　produced．
　　In　a　study　conducted　by　Louis　Tuzi（1964），36historica1month1y
variances　from　standard　for　each　overhead　account　were　tested　for
norma1ity　by　means　of　the“chi・square”test．Ha∀ing　found　that　a
mmber　of　these　monthly　variances　formed　a　skewed　distribution，he
42
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conc1uded　that　the　use　of　control　charts　based　on　the　norma1distri－
bution　was　inapPropriate．
　　Recognizing　these　critical1imitations　in　the　preceding　developments，
the　next　sect｛on　wi11deve1op　a　model　which　a11ows　the　state　of　the
system　to　be　a　continuum　and　can　be　app1ied　to　any　type　of　contin－
uous　distribution　functions　of　cost　variances．
III．A　Proposed　Model　for　a皿0ptima1Co皿tm1Limit
　　In　this　section　we　win　seek　to丘nd　an　optima1control　limit　for
the　case　where　there　is　a　continuum　of　states．To　do　this，the　fo1－
lowing　symbo1s　must　be　introduced．
　　Letκbe　a　variance　and居a　contro11imit．　An　investigation　is
undertaken　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ〉后，　　O＜尾＜oo．
Alternatively，ifκis1ess　than　or　equa1to后，an　investigation　is　not
signaled．The　variance　described　in　this　mode1is　measured　in　physica1
units　such　as　labor　hours　and　quantities　of　material．Therefore，the
cost　variaIice　is　calcu1ated　as　the　di任erence　between　the　actua1and
the　standard　units　multiplied　by　the　standard　cost　per　mit．Obviously，
κmust　be　either　non－positive（favorab1e　variances　or　zero）or　positive
（mfavorab1e　variances）．　If　the　deviation　is　negative，management
enjoys　cost　savings，λκ，which　are　proportiona1to　the　size　of　the
deviation．　If　the　deviation　is　positive　but　not　greater　than　the　critica1
value尾，the　costs　due　to　unfavorable　▽ariances，Bκ，　are　incurred，
which　are　a1so　proportiona1to　the　size　of　the　deviation．If　it　is1arger
than冶，an　investigation　is　undertaken　to　ind　causes　of　that　deviation．
The　cost　of　an　investigation　is　assumed　to　be　composed　of　two　parts：
ixed　cost1デand　variable　cost　Cκ．
　　What　are　the　possible　outcomes　of　an　investigationP　There　may
be　two　possibilities．First，a　cost　accomtant　may　discover　that　a
deviation　arose　from　the　speciic　decisions　of　operating　management
and　was　caused　by　factors　within　the　jurisdiction　and　controI　of
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皿anagement．A　corrective　action　wi1l　be　taken　in　this　case．Whi1e
a　company　wi11incur　a　cost　of　correction，∬十1）π，it　wi11gain　the
beneits　fro㎜correction，denoted　by　Z”，which　are　proportiona1to
the　size　of　the　deviation．Beneits　of　a　corrective　action　wi11be
estimated　on　the　assumption　that　the　correction　wou1d　e1iminate
subsequent　variances　by　bringing　about　adjustment　to　future　per－
formance．In　other　words，工is　de丘ned　as　the　opportunity　costs　which
wi11be　incurred　in　the　future　if　a　corrective　action　is　not　taken．
　　A　second　possibility　is　that　the　investigation　may　disc1ose　that　the
Yariance　was　caused　by　a　change　in　the　operating　conditions　of　a
co㎜pany　or　any　other　factors　beyond　the　contro1of　management．
In　this　case，no　correcti∀e　action　wi11be　taken　but　the　standard　may
be　adjusted　at　the丘xed　amount　of　the　expense，E，to　take　these
changes　into　consideration　so　that　future　cost　variances　wi11be
eliminated．
　　In　order　to　deal　with　those　two　possibilities，it　is　assumed　that
gi∀en　an　unfa70rab1e　variance，a　cost　accountant　can　assign　a　subjec－
tive　probability，ヵ，that　the　variance　resu1ted　from　contro11able　causes．
Hence，1一ヵis　the　probabi1ity　that　the　variance　resu1ted　from　noncon－
tro11able　causes．Given　the　above　deinitions　and　assumptions，the
costs　and　beneits　for　this　investigation　decision　problem　are　summa－
rized　in　Tab1e1．
　　　　　　　　　Ta一，lo1　Payo舐s　for　Correspondlng　Slze　of　Vanance
Size　of▽ariance　　　　　　　　　　　　　Costs　and／or　Bene砒s
－oo〈”く0　　　　　　　　　　　　　　　　　ル（Cost　Savings）
　　○くκ≦尾　　　　　　　　　　　　　　肋（Unfavorable　Cost▽ariances）
1・榊　糾（舳）・／（∬ニル）一工κ：鷺、膿鴛：竃、）
By　assuming　the　existence　of　positive　density　function　of　a　contin一
uous　distribution　of　cost　variance，κ，
tOta1COStS，σ（尾），aS　fOllOWS：
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we may　express　the　expected
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σ（1）一11。。蝋）扮・l1肋）み・／二（放…α）榊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　・カ／二（H・・κ一蝋）糾（・一力）1二榊）此
Since　each　term　in（1）is　expressed　by　a　deinite　integral，variableκ
wi11drop　in　the　process　of　ca1culation　and　the　expected　total　costs
are　expressed　as　a　function　of尾．
　　For　notational　simplicity　we　deine：
昨1二。。功（κ）荻
舳）・／：功（1）伽
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
舳≡／二榊）伽一111幼（κ）・一／1。。功（1）吋舳1
1（1）≡／ン（1）加・一レ（1）泓一1；榊
Using　the　above　simpliied　notation，we　can　rewrite　（1）in　the　fo1－
10Wing　Way：
　　　σ（冶）＝λW1＋3W2（居）十1iπ（居）十（3＋C）W3（居）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　　　十力互π（尾）十カ（1〕一工）肌（尾）十（1一力）Eπ（尾）．
　　Reca1l　that　our　prob1em　is　to　ind　an　optima1尾which　minimizes
σ（冶）．⑲l　The　critica11eve1〃which　satisies　the　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ’（冶o）＝O　　　　　　　　　　　　　　（4）
with　respect　to尾wi11be　equal　to　the　optima1冶＊，pro∀ided　thatσ（尾）
iS　COnVeX　at尾o，i，e．，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙「”（尾o）〉0　　　　　　　　　　　　　　　（5）
and　that尾o　is　unique　and　positive
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　尾o＞O。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　　D岨erentiating　each　integra1with　respect　to　its1ower　or　upper
1imit　in（2），we　haマe，for后＝炉，ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　饗一・，櫟一一舳　　（・）
45
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6幣）一榊）；6櫟）一一榊
Using（7），the丘rst　derivative　ofσ（炉）for尾＝炉becomes
　　　σ’（的＝久的｛一F一αLカ∬切（Z－D）尾㌧（1一力）E｝．　（8）
Since　by　assumption1（の＞O，we　obtain　from（4）
　　　牡糾”十（1一力）万＞0　1fカ（Z一刀）一C〉0　（9）
　　　　　　　　カ（工一D）一C
Without1oss　of　generality　we　can　assumeク（レD）一C　to　be　Positive
since，a　priori，an　investigation　wi11be　undertaken　on1y　if　the　benefts
from　it　exceed　its　costs．　In　other　words，if　this　quantity　is　not
positive，then　there　is　no　economic　incentive　to　undertake　an　investi・
gation　and　take　a　corrective　action．Ca1culating　the　second　derivative
oi（3）for冶＝が，we　have
　　　σ”（冶o）・≡1’（后o）｛一F－Cが一カ∬十力（L－1））が一（1一φ）亙｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
　　　　　　　　　　　十！（の砂（Z一刀）一0｝〉O．
　　From　the　preceding　ana1ysis，we丘nd炉given　in（9）an　optimal
contro11imit，denoted　by尾＊，in　cost　variance　investigation，i．e．，
　　　　　　　　　　　　　　　　　尾・一ア十”十（1・カ）亙．　　　（11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　力（工一D）一C
It　is　interesting　to　note　that　the　nmnerator　in（11）represents　the
expected五xed　costs　of　imestigation　and　correction　while　the　denom－
inator　the　expected　margina1　beneit　yielded　through　investigation
and　correction．　The　optima1va1ue冶＊is　simply　gi▽en　by　this　ratio．
This　formu1a　is　similar　to　that　used　in　cost－volume－proit　ana1ysis．
It　represents　that　critical1eve1of　cost　variance　which　equates　the
expected　bene丘ts　to　expected　costs　of　investigation　and　correction
－that1s，a　break－even　pomt　The　optlma1マalue餅depends　upon　al1
the　cost　and　beneit　terms　except　for3and　probabi1ity力．　As　was
intuitiTely　expected，non－investigation　range（一〇〇，尾＊）wi11broaden
when　the　cost　term　increases　and　the　bene趾term　decreases．Since
we　have　made　no　restricti∀e　assumptions　on　the　probability　distribu－
tion　of”，后‡in（11）can　be　apPlied　to　any　kind　of　continuous　distribu－
tions　with　a　positive　density　function　of”for＿oo〈κ＜oo．
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　　For　the　speciic　examp1e，suppose　that　C＝＄12；D…＄20；L＝＄60；
E＝＄500；F＝＄12，900；and　H＝＄18，750．　Theマariance　is　caused　by
factors　within　the　contro1of　management80％of　the　time．Then，the
optima1contro11imit，尾＊，is　ca1culated　as　follows：
　　　　　尾・一＄12・900・（・80）（＄18・750）・（1－80）（＄500）一＄28・000－1，400
　　　　　　　　　　　　　　　　　（．80）（＄60＿＄20）一＄12　　　　　　　　　　　＄20
The　optima1action　in　this　case　is　to　investigate　the　process　if　the
variance　is　greater　than1，400units．
IV．　Am　Exp1orato町I皿wstigatiom　aM
　　　　　　　　Its　E揃㏄ts　o皿a　F1111Imvestigatiom
　　In　this　section　we　wi11incorporate　an　exp1oratory　investigation　in
our　framework　and　obtain　two　optima1contro11imits．　Suppose　that
a　company　has　the　option　of　conducting　two1evels　of　investigation
as　irst　introduced　by　Dyckman（1969）一The　irst1eve1of　imestigation
which　is　essentia1ly　exploratory　in　nature　costs1ess　than　a　second1eve1，
fu11in▽estigation．　But　there　is　a　risk　that　it　wi1l　not　be　ab1e　t0
disclose　the　causes　of　the　cost　variances．　It　is　assumed　that　the
costs　of　such　an　investigation　are　variable　costs，ア’十ακ，（F’くF　and
α〈C）and　the　probability　that　the　cause　of　deviation　wil1be　detected
when　it　exists　is乃，O＜ゐ＜1．
　　An　exploratory　investigation　is　supposed　to　be　signaled　when”
fal1s　outside尾1（Oく尾1〈鳥）but　inside島．　There　are　three　possible
outcomes　from　such　an　investigation：
　　（1）The　cause　of　deviation　wi11be　discovered　and　it　resulted　from
　　　contro11ab1e　factors；
　　（2）The　cause　of　deviation　wi11be　disc0Yered　but　it　resulted　from
　　　non・contro1lab1e　factors；　and
　　（3）The　cause　wi11not　be　discovered　whether　contro1lab1e　or　not．
　　The　joint　probabilities　and　costs　for　these　outcomes　are　represented
in　the　fo11owing　tab1e：ω
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　　　　　　　　　　　Table2．　Probabi1ities　and　Costs　for　Fo㎜＝Cases
　　　　　　　Outcome　　　　　　　　Probabi1ity　　　　　　　　　Cost
Discovered　and　Controllable　　　　　　2　　　　　　H1＋〃κ＿〃（〃1＜∬，1〕’〈D）
Discovered　b－1t　Uncontrollable　　　　ゐ＿σ　　　　　　　　”（亙’〈E）
Not　discovered　and　Controllable　　　力＿σ　　　　　　　　　　　”κ
Not　discovered　and　Uncontrouab1e　1＿ク＿ゐ十σ　　　　　　　　　O
The　avoidable　costs，〃’κ，wi11be　charged　for　an　exploratory　investiga－
tion　if　it　fai1s　to　disco▽er　the　cause　of　deviation　resulted　from
control1ab1e　factors．But，the　costs　wi11be　zero　when　it　is　resulted
from　uncontro1lab1e　factors　since　no　corrective　action　cou1d　be　taken
even　if　the　cause　was　discovered．
　The　expected　total　costs　in　this　problem　becomes
σ（尾・・尾・）一∫二。。ルル）6κ十∫：13幼（・）汝
　　　　　　　　　　　伽　　　　　　　　　・1　　　　　　　　　　　　（Bκ十F’十ακ）1（κ）∂κ
　　　　　　　　　　　冶i
　　　　　　　　　・ll：1（互…’1一蝋）幽
　　　　　　　　　十（ゐ一σ）∫：：助（κ）糾⑦一σ）∫：：〃蝋κ）伽
　　　　　　　　　　　oo　　　 ・1　　　　　　　　　　　　（Bκ十ア十Cκ）1（κ）疵
　　　　　　　　　　　加
　　　　　　　　　・カ1二（∬・・1一蝋）糾（・一・）1二榊κ
（12）
＝λW。十3肌（居。）十F’π（尾。，島）
十（B＋α）W（后。，尾。）十狙’π（尾。，島）
十σ（1〕L工）豚（尾。，尾。）十（ト2）E’π（尾。，尾。）
　十⑦一σ）〃1W（尾1，私）十Fπ（島）十（3＋C）π3（后2）
十力Hπ（島）十力（刀4）肌（后。）十（1一力）万π（后。）
where
肌（尾・）…1：》（κ）〃
w（舳・）…1：〆κ）加∫；汝κ）か∫：汝・）幽 （13）
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舳・）≡1二舳κ一1二。。榊・一1二。。榊1
　　　　　　　　　　　　　　　　　細　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　功（π）伽
　　　　　　　　　　　　　　　　　0
1（1・）≡1二舳1一・一1ソ（1）・千一1：kl）伽
舳）≡l1伸
Partially　d雌erentiatingσ（尾1，后2）for后1＝がand馬＝が，we丘nd
∂σ緊1后里）一舳1一・・一・・h〃・1（・一附
　　　　　　　　　　　　　　一（トα）EL⑦一σ）〃κ｝
　　　　∂乙「（尾1，冶2o）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　　。　　＝！（島o）｛ア’一F＋（0’一C）島o＋¢互1一力冴
　　　　　　∂尾2
　　　　　　　　　　　　　　＋［σ（D」工）一力（D一工）コ尾チ
　　　　　　　　　　　　　　十（〃一α）万L（1一ク）E＋⑦一σ）〃俳｝．
By　setting　the　equations　equal　to　zero，we　get
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ一γ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X－X’
Where
　　　　X＝力（工一D）一C
　　　X’＝σ（工一1〕■’）一α一（クーσ）〃’
　　　　y＝五十力∬十（1一力）五
　　　γ’＝F’切H’十（トα）E’．
X’is　considered　positive　for　the　saIne　reason　as　explained　for　尾　in
the　previous　section．The　l1u㎜erator　and　denominator　in　the　second
equat1on　are　also　posltive．　The　expected丘xed　costs　of　a　ful1in∀es・
tigation，r，must　be1arger　than　those　of　an　exploratory　inマestigation，
r’，while　the　expected　margina1bene丘t　yielded　from　the　former，X，
must　be　greater　than　those　from　the　latter，X’．　　　　　　　・
　　The　condition居1≦島is　satis丘ed　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　．　　　　　　　　　（16）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x’　r
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The　above　inequa1ity　imp1ies　that　the　re1ative　ixed　costs　of　a　fu11
invest1gat1on　compared　to　an　exploratory　mvest1gatlon　must　not　be
1ess　than　the　relative　expected　marginal　bene丘t　of　the　former　com－
pared　to　the　latteτ．　This　is　a　necessaエy　condition　ior　keeping　an
e琴Ploratory　inYestigation　usefu1．　If　the　inequality　does　not　ho1d，i．e．，
the　relative　margina1　bene丘ts　exceed　the　relative　五xed　costs，the
exp1oratory　investigation　becomes　tota11y　mattracti▽e．For　the　ful1
investigation　brings　1arger　net　bene丘ts　regardless　of　size　of　cost
VarianCeS．
　　Examining　the　second・order　or　su侃cient　conditions　for　a皿inimum，
We　fnd．
　　　　　　　　　　　∂里讐麦；1后2）・・∂2讐隻1阜。）・・
　　　　　　　　　　　　∂里σ（κ，島）　　∂2σ（κ，が）　　　　　（17）
　　　　　　　　　　　　　　　∂治。明　　　　∂が∂尾8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〉O
　　　　　　　　　　　∂2σ（が，κ）　　∂2σ（居。，〃）
　　　　　　　　　　　　　∂鉗∂が　　　　　∂島軸
Hence，we　conclude　thatポandがgivep　in（15）are　optimal　contro1
1i血its　which　produce　the　minimu血expected　costs．It　is　important
to　note　that　the　optima1control　limit　for　an　exp1oratory　in▽estiga－
tion，尾ユ＊，is　independent　of　the　decision　of　a　fu11inYestigation　while
the　optima1control1imit　for　the　latter，居2＊，is　a丘ected　by　the　cost
and　bene丘t　parameters　and　probabilities　associated　with　the　former．
As　shown　in（15），島＊depends　upon　the　di舐erences　in　the　expected
丘xedcosts　and　marginal　beneits　between　both　investigations．As　the
exploratory　investigation　becoInes　more　successful，i－e．，the　probability
tha士it　wi11discover　the　cause　of　a　variance　becomes1arger，and　the
d1伍erence　in　the丘xed　costs　relat1∀e　to　the　margmal　bene批increases，
島＊becomes　bigger　and　the　range　of　the　exploratory　investigation
wi1l　be　broaden．
　　To　measure　how　an　exp1oratory　investigation　a並ects　the　optimal
contro1limit　for　a　full　investigation　derived　in　the　previous　section，
we　take　the　di伍erence　between冶2＊a｛d炉，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X’γ一Xγ’　　　　　　　　　　　　　　　　　尾2＊一尾＊…　　　　　　　　＞O　　　　　　　　　　　　　（18）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（X－X’）X－
It　fo1lows　from（16）that　the　di血erence　is　nonnegatiYe，and’hence
introducing　an　exp1oratory　investigation　shifts　the　contro11imit　for
a　fu1l　investigation　away　from　the　origin（zero　variance）．
　　　　　　　　V．The　Ya111e　of　am．Optima1Con位o1Scheme
　　As　we　described　in　the　second　section，the　traditional　cost　variaI1ce
investigation　scheme　does　not　have　a　forma1expression　for　contro1
1imits．The　famous“materiality”rule　of　accounting，which　is　most
often　used　as10％of　the　standard　cost，does　not　have　any　under1ying
basis．When　statistica1qua1ity　control　charts　are　applied　to　account・
ing　variance　investigation　decision，contro1limits　are　virtua1ly　a1wayS
set　at　two　or　three　standard　dev1at1ons　But，the1r］ust1icat1on　are
given　on　a　statistica1basis　rather　than　on　an　economic　basis．
　　This　section　de丘nes　the　value　of　an　optimal　contro1scheme　with
the　contro11imit　derived　in　the　third　section　and　shows　that　its
expected　cost　is　less　than　that　of　a　traditiona1ru1e　of　thumb．　In　s0
doing，we　assume　that　a　cost　variance　is　norma1ly　distributed　with　a
mean　zero　and　standard　deviationσ，that　is，
　　　　　　　　　　　　　　　　　久1）一、チ2，1■去（舌）2　　（・・）
　　By　means　of　the　method　of　substitution，we　get
　　　　1榊）吋法、1一去（舌）2伽rl，1一去（舌）2・・　（2。）
　　　　　　　　　　　＝一σゲ（κ）十C
Using　this　result，we　calculate
　　　　l二。。榊1rl，1一棚21。。r菱、一一1帆・）
　　　　　　1ン（1）幽rl，1一去（舌）2；一舳）一（一1・）ヅ（・）（21）
　　　　　　　　　　　　　＝σ2プ（O）一σソ（尾）
　　　　　1二榊rl，1■棚2｝・一（一舳）一1帆1）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51
52
If　the　opt1ma1contro1limit　is　used，the　expected　total　costs　become
σ（后・）一1二。。助（κ）刈；㌔榊伽
　　　　　　oo・1　　　　　　　（Bκ十万十Cκ）久κ）6劣
　　　　　　が
　　　　・力1二（∬・Dκ一工蝋κ）糾（1一力）1声（κ）伽
＝一ノエσ21（0）十3｛σ，ノて0）一σソ（尾＊）｝十11｛1－11（尾＊）｝
　十（3＋C）σ2メ（后＊）十力∬11－F（尾＊）｝
　一力（ヱ。一D）σソ（が）十（1一力）亙｛1－F（尾＊）｝
＝一λσソ（O）十3σゲ（0）十F｛1－F（后＊）｝十Cσソ（居＊）
　十力∬｛1－F（尾＊）｝一力（Z－D）σサ（尾＊）
　十（1一力）E｛1－F（尾＊）｝
（22）
where
・（炉）一1ン（κ）加÷・1；kκ）伽
　Suppose　that　we　adopt　the　rule　of　thumb　which　states　that　if　cost
∀ariances　fal1outside刎σ，an　investigation　is　undertaken．　The　ex－
pected　total　costs　under　this　policy　are
σ（閉）一1二。。以κ）泓・lr蝋・）伽
　　　　　　oo・1　　　　　　　（3κ十F＋Cπ）グ（”）∂”
　　　　　　〃！匝
　　　　・ク1二（∬・Dπ一工猟κ）糾（・一ク）1二戸（κ）伽
　　　　　＝一畝O）十B／σ次O）一畝〃σ）1＋F11－F（伽）1（23）
　　　　　　十（B＋C）σ帆刎σ）
　　　　　　十力且11一ア（刎σ）｝一力（工一D）σソ（刎σ）
　　　　　　十（1一力）E11－F（刎σ）｝
　　　　　＝一ノエσ三戸（0）十Bσ三戸（O）十11｛1－1F（〃2σ）｝十Cσソ（〃写σ）
　　　　　　十力∬11－F（〃σ）｝一力（1二一D）σソ（刎σ）
　　　　　　十（1一カ）万11－F（伽）｝．
　The　Yalue　of　an　optima1contro1scheme　with居＊，denoted　byγ（が，
刎），is　deined　as　the　di丘erence　betweenσ（刎）andひ（尾＊），
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　　　γ（尾＊，刎）＝σ（刎）一σ（炉）
　　　　　　　　　　　＝｛F＋力∬十（1一カ）亙｝｛F（尾＊）一F（刎σ）｝
　　　　　　　　　　　　十ゆ（1二一1））一C｝｛ノて尾＊）一1（〃oσ）｝σ2　　　　　　　　　　（24）
　　　　　　　　　　　＝｛F＋力∬十（1一カ）E｝｛ム（2＊）一＾（刎）｝
　　　　　　　　　　　　十ゆ（Z－D）一C｝｛瓜（2＊）一ノ｝（〃）｝σ
where血（・）and＾（・）are　the　density　fmction　and　the　cumulati▽e
probab111ty　of　the　standardlzed　norma1d1stnbutlon，respect1ve1y，and
2＊＝尾＊／σ．
　　Since炉is　the　optima1control1imit　which　brings　minimum　ex－
pected　costs，γ（が，刎）must　be　nomegative　and　it　takes　minimum
▽alue，zero，when刎σis　set　equa1to　the　optimal　level，炉．To　prove
this，we　take　the　irst　derivative　ofγ（炉，刎）for刎＝吻。and　set　it
equal　tO　Zer0，
”（絆）一1・・力・・（・一力）・1（。；、）1一去”2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　」．吻・
　　　　　　　　　　　　　　　十刎｛力（Z一刀）一0｝σ〉・、θ2　　（。。）
　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　＿工〃
　　　　　　　　　　　　　　＝　　召2［砂（五一D）一C｝刎σ一1F　　　　　　　　　　　　　　　　〉2π
　　　　　　　　　　　　　　　十力11＋（1一力）五｝コ＝O．
Since　the　second　derivative　for刎＝刎o　is　positive，i．e．，
等斗（。1，1一去つ［1ω（・一・一・ll・・　（・・）
γ（尾＊，刎）takes　its　minimum平a1ue　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　伽≡F＋”十（1■力）E　　　　（27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ（五一1））一C
which　is　derived　from（25）．
　As　stated，刎σin（27）is　equal　toがgiven　in（11）．　Hence，the
expected　tota1costs　are　minimized　by　using　the　proposed　rule　as
compared　to　the　ru1e　of　thumb．
　　A　simple　mmerica1example　may　be　usefu1to　i11ustrate　this　point－
For　the　speci丘c　problem　introduced　earlier，suppose　that　a　cost　ac－
countant　has　used2σas　a　contro11imit　andσ＝500．Referring　to　a
normal　distribution．tab1e，we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5§・
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　　　　　　1～〃（2＊）＝．99744；　　　　　　11〃（2）＝．9772
　　　　　　　舟（2＊）＝．00792；　　　　　　ノ｝（2）＝．05399．
Then，γ（が，刎）is　calcu1ated　as　fo1lows：
　　17（尾＊，〃2）＝＄28，O00（．99744一。9772）十＄20（500）（．00792一．05399）
　　　　　　　　　≡＄566．72一＄460．70
　　　　　　　　　＝＄106．02．
Thus＄106．02wil1be　saYed　by　using　the　optima1contro11imit尾＊．
YI．Sum皿a町
　Many　management　control　systems　operate　on　the　princip1e　of
management　by　exception．Standard　cost　contro1systems　are　one
such　example．　For　its　operation　the　principle　presupposes　some　cri－
terion　which　makes　a　distinction　between　the　situations　that　warrant
management　attention　and　those　that　do　not．A　controI1imit　is　the
criterion　which　has　been　hea▽ily　used　in　standard　cost　contro1．　By
setting　control　limits　about　the　standard，and　investigating　only　those
variances　outside　the　contro1limits，management　can　concentrate　on
excePtional　iten1s．
　　In　spite　of　its　popu1arity，　1ittle　attention　has　been　given　to　the
problem　of　determining　control1imits　on　an　econo血ic　basis　and　the
fomal　expression　of　optimal　control　limits　has　neYer　been　sought　in
the　accomting1iterature．Consequent1y，in　practice，managements
estab11sh　contro1llmlts　by　judgment　and　deter血me　w1tholユt　any
analyses　whether　a　cost　variance　was　worth　investigation．
　　This　papar　has　proposed　a　mode1for　setting　opti血a1contro1limits　in
the　case　of　a，sing1e　period　and　a　continuum　of　states．It　was　obtained
as　an　explicit　function　of　the　cost　and　beneit　parameters　in　the
investigation　decision　problem．The　mode1was　extended　to　include
an　exp1oratory　investigation．The　option　of　conducting　two1eve1s　of
inYestigation　was　examined．The丘rst　contro11imit　would　then　serve
as　awaエning　signal｛or　an　exp1oratory　investigation　whi1e　the　second
one　would　become　a　criterion　to　trigger　a　fu11investigation．A1so，
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the　proposed　model　is　app1icable　regard1ess　of　the　form　of　the　con－
tinuous　distribution　of　a　cost　variance．　This　is　of　great　practica1
value　since　a　cost　variance　may　not　necessari1y　be　norma11y　distrib－
uted　as　assumed　in　most　of　the　previous　studies．Fina11y，comparison
of　the　proposed　control　scheme　with　the　traditiona1ru1e　of　thumb
was　made　and　it　was　shown　that　it　leads　to1ower　expected　costs　as
compared　to　other　models．
　　F00t皿0teS
（1）In　a　comprehensive　survey　of　models　and　techniques・Kaplan（1975）classified
　　existing　mode1s　for　determining　when　to　investigate　cost　variances　along　tw0
　　dimensions．The五rst　was　whether　the　investigation　decision　is　made　on　the
　　basis　of　a　sing1e　observation　or　whether　some　past　seql1ence　of　obse岬ation　is
　　consldered　ln　the　decls－on　Models　were　thus　classlied　as　single－per1od　or
　　multi－pe㎡od．The　second　dimension　was　whether　or　not　the　model　explicitly
　　includes　the　expected　costs　and　benefits　of　investigation　in　determining　when
　　to　investigate　a　variance．His　classiication　is　sum㎜arized　in　a2×2table　as
　　shown　below．
　　　　　　　　　　　　　　　A　Taxonomy　of　Deviation　Investigation　Models
　　　　　　　　　　　　　　　　　Costs　and　Bene肚s　of　　　　　　Costs　and　Bene砒s　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　Investigation　not　Considered　　Investigation　Considered
　　　Sngle－Period　　　Zannetos（1964）　　　　　　　　Duncan（1956）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Juers（1967），Koehler（1968）　　Biernla1＝i，Fouraker，and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Luh　（1968），Probst　（1971）　　　　　Jaedicke（1961）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Buzby（1974）
　　　Multi－Period　　　Cumulative－Sum　Chart　as車　　Duval1（1967）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Page（1954）．Also　　　　　　Kaplan（1969）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Barnard（1959）　　　　　　　　Dyckman（1969）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cherno舐and　Zacks（1964）　　　Bather（1963）
（2）Bierman　and　Dyckman（1971）：33．
（3）Amey　and　Egginton（1973）1488－9・
（4）In　practice，the　X　charts　are　modi丘ed　on　an　ad　h㏄basis　to　detect　a　mn
　　of　observations　in　excess　of2σor3σ．Sometime　they　are　used　with　action
　　limits　at3σand　warning　limits　at2σ。But，as　Kaplan（1975）claims，there　is
　　no　generally　accepted　mod三ication　to　this　classic　control　cha㎡．
（5）In　the　case　where　budgetary　and　manpower　constraints　are　imposed　on
　　period’s　investigation　activities，the　investigation　decision　pmbIem　may　be
　　formulated　as　a　mathematica1program．Dyckman（1969）expressed　one　means
　　of　selecting　the　optimal　set　of　processes　to　be　i口vestigated　in　any　period　by
　　an　integer　programming　method　which　would　maximize　the　expected　retum
　　based　on　the　state　probabilities　fo1＝each　process　at　the　end　of　the　pe1＝iod．
…5
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　　Ozan　and　Dyckman　（1971）viewed　the　investigation　decision　as　a　capital
　　investment　decision　under　mce㎡ainty　and　incorporated　the　three　objecti▽e
　　fmctions　which　auowed　a　company　to　specify　its　attitude　toward　risk　involved
　　in　the　i血vestigation　decision　under　uncertainty．
（6）Girshick　and　Rubin（1952）studied　the　statistical　control　model　in　a　production
　　process　which　consisted　of　a　machine　with　four　possib1e　states：two　performance
　　leve1s　and　two　states　o㏄urrlng　durmg　overhau1s　They　gave　the　mmmum
　　cost　contro1procedure　for　the　case　in　which　the　time　to　breakdown　had　a
　　geometric　distribution．This　optimalprocedure　iscomplex　and　se▽erelyrestricted
　　because　of　the　introduction　of　equilibrium　distributions．As　Bather（1963）
　　suggested　and　Kaplan（1969）adopted，the　di価culties　associated　with　statistical
　　equilibrium　ca口be　avoided　by　using　the皿ethods　of　dy1ユamic　programming．
（7）　See　Kaplan　（1975）＝320・
（8）Dwa11（1966）developed　a　model　i口which　the　state　of　the　system　was
　　described　by　a　continuous　variab1e．Each　obse岬ed　deviation，κ，was　composed
　　of　two　parts：　（i）　a　parヒ　due　to　non－contro11able　causes，〃，and　（ii）a　part
　　due　to　control1ab1e　causes，ツ．His　beneit　fmction　from　an　investigation　was
　　assumed　to　be　a　direct　function　of　the　contimous　variab1e，ツ．On　the　other
　　hand，he　also　assumed　that　the　cost　of　an　investigation　was　some　constant，
　　C，Hence，the　pro丘t　resulting　from　an　investigation　was　written　as
　　　　　　　　　　　瑚一／城、。）　蓋嵐
（g）I　am　indebted　to　Professor　Jacob　Marscl1ak　for　suggesting　the　technique
　　used　in　this　paper・For　the　ana1支sis　of　management－by－exception　information
　　stmctures，see　Marschak　and　Radner（1972）：206＿217．
⑩　The　deri柵tive　of　a　de丘nite　integra1with　respect　to　the　upper1imit　of
　inte釘ation　is　equal　to　the　value　of　the　integrand　at　this　upper　limit：
　　　　　　　　　　　　差11・（κ）加・（1）・
（】）　If　the　probabi1ity　that　the　cause　of　the　deviation　is　discovered　is　independent
　　of　the　probability　that　the　cause　resulted　from　contro11abIe　factors，σwi1l　be
　　equal　toμ．　It　is　assumed　that　a　ful1investigation　wiI1discover　the　cause
　　of　deviation　resulting　from　controllable　factors．
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